ХХГ Сем. 


НАСА, (ЗИЬТАНА «А 


ЗЛЕМЕНТАРНОЙ МАТЕМАТИКИ. 
— № 243. — 


Содержан!е: Машина Л. Торре для рфшен1я уравненй. И. Точидловскало. — 
Элементарная теор1я эллипса. (Продолжене).—Научная хроника: Свфтовыя явлен1я при 
соприкосновен!и озона съ различными жидкостями. В. Г.—Разныя извфет1я. —Рецензя: 
Къ учен1ю о дифференцалЪ и интегралф. Сост. В. Шидловсюй. С. Шатуновскало.— 
Задачи №№ 379—384. — Рфшен!я задачъ 8-ей сери №№ 9, 298, 305, 306, 307. 308, 
309. 310 и 312.—0Обзоръ научныхъ журналовъ: Маёезз, № 2. Д. Е. — Полученныя 
р&шен!я задачъ.— Отв$ты редакци.— Поправка.—Объявленя. 


= 
$2 














Машина Л. Торре 


ЩЯ БТЕНТЯ УРАБЗЕНТИ. 


Ёъ числу приборовъ, служащихъ для механическаго производства 
математическихъ манипулящй, прибавился новый, очень оригинальный 
и остроумный приборъ для ршеня уравневй, принадлежанй испан- 
скому инженеру Лоренцо Торре. 

Еще въ 1871 году французсюй ученый Марсель Депре**) предла;, 
галъ для устройства приборовъ, могущихъ служить для рёшен1я ‘урав 
ненй, воспользоваться разложен1емъ въ ряды зшл” и с08х”", которое и 
воспроизвести механически. Насколько трудно оказалось устроиль по- 

С 








мы ве имфемъ даже образца такой машины. 
Гораздо удачнзе рзшилъ эту задачу ученый испанский 


*) 1) Мое взаг 1а шасьше & гёзопаге 1ез 6аца&юотз ав М. Тотгёз раг Маансе 
4’Осасте. 
2) А. Сбау. Вбуце обпбга]е дез Беепсез № 15 р. 684; апиёе 1896. 
3) Тоггёз Сошрез Вепаиз & 121 р. 245 эп. 1895. 
**) М. Оёрге2. Сошрёез Вепаиз $ 63 р. 785 ап. 1871. 


: ре 





7 


58 


Хотя построенный Торре образецъ предназначенъ только для рёшеня 
уравнен!й вида: 
22° + ах8 = с, 


в [= а, 


гдЪ а, 6, сиа суть числа, большия нуля, однако принципъ, положен- 
ный въ основан!е этой машины, настолько общъ, что допускаетъ воз- 
можность построенйя машинъ для нахожден!я дЪйствительныхъ (поло- 
жительныхъ и отрицательныхъ) и мнимыхъ корней алгебраическихъ и 
трансцендентныхъ уравненй какихъ угодно степеней и даже системъ 
тавихъ уравнен! съ любымъ числомъ неизвЪстныхъ. 


Для уяснен!я лежащаго въ основании машины Торре принципа 
разсмотримъ самый общ случай: положимъ, что надо найти корни 
уравнен1я 

д А ат Аа, ЕАи А =, 


Механическое р$шен1е состоитъ, очевидно, въ томъ, чтобы соеди- 
нить надлежащимъ образомь прилично выбранныя %--—1 подвижныя 
части, изъ которыхъ каждая соотвЪтствовала бы одной изъ т - 1 пере- 
мВнныхь Ау, А,, Аз,.... Ам И Х. 

Движен1я должны быть пыбраны такимъ образомъ, чтобы они 
могли выражать всяк1я значен1я перем$нныхъ, которыя могутъ м$нять- 
ся отъ — со до со. Не трудно видфть, что боле всего пригодно для 
этой цзли движен1е круговое, хотя и относительно него приходится 
сдфлать небольшую оговорку: если вращен!я тфлъ, которыя мы выбе- 
ремъ, считать пропорцюнальными величинамъ перем нныхъ, то при 
очень большихъ значен1яхъ этихъ послзднихъ можеть оказаться необ- 
ходимымъ сдфлать столько оборотовъ, что на практикЪ придется, по- 
жалуй, признать это невозможнымъ. Торре, во изб$жан!е этого могущаго 
встрЪтиться затруднен1я, предполагаеть упомянутыя движен1я пропор- 
цюнальными не самимъ ‘величинамъ, а нФкоторымъ, соотвЗтственно 
выбраннымъ, ихъ функцямъ. 

Какъ же выбрать такую функщю? 

Если мы возьмемьъ круговое движен!е, то перем$нныя выразятся 
нфкоторыми функщями отъ угловъ и въ простЪфйшемъ вид смогутъ 
быть представлены такимъ образомъ: 


а, = 2, л-- 0» = ИА,, \. 
А. 


гд и — нЪкоторое постоянное количество. Не трудно показать что 
такой выборъ вида функщи хотя и прость, но не сове$мъ ‘удаченъ, 








. 7) “У 
потому что здфсь увеличене угла какъ разъ пропорщюнально увеличе- 
ню перем$нной или, съ точки зрфн1я ошибокъ, абсолютная 


я’ ошибка, ос- 
тается постоянной, такъ какъ всякому увеличеню ДА вботвЪтствуетъ 
одинаковое увеличен!е угла, въ то время какъ относительная ошибка 
мфняется. Поэтому относительныя ошибки, при Возрастани или убыва- 
ви перемВнной, могутъ возрастать или убывать до’невфроятныхъ почти 
предЪловъ. Гораздо рацюнальнЪе, поэтому, выбрать такую функцю, 
для которой относительная ошибка не измЗнялась бы, т. е. если АА» — 
безконечно малое приращене А», то 








Ас» == рт 
Интегрируя, получимъ: 
аи = 2 л + В, = 109). А 


здЪсь А = еА, а е—основане неперовыхъ логариемовъ. Итавкъ, за фун- 
кцю, которой должны быть пропорц!ональны движевя машины, надо 


принять лозфиемь. Для простоты устройства своей машины Торре при- 
НЯЛЪ е^ == 10. 


Пользуясь, далЪе, тЪмъ, что логариемическая функцщ!я перодична, 
если умножать число послздовательно на, основане, Торре изображаетъ 
перемВнныя такимъ образомъ: полный оборотъ диска У (фиг. 13) счи- 
таеть единицей логариема, 
и на периферии наноситъ 
дЪълен!я отъ 10 до 100. Съ 
этимъ дискомъ соединенъ 
дискъ \’ такъ, что, когда 
У сдфлаеть полный 060- 
ротъ, У' подвинется только 
на одно дфлене. По окруж- 
Фиг. 13. ности диска \' нанесено 40 
дЪлений 0,1,2...19,20,—20,—-19....—3,—9—1. Такимъ образомъ дискъ 
У’ послужить для указан!я цфлаго числа логариемовъ, а У его деся- 
тыхъ долей. Легко видЪть, что интерваллъ, въ которомъ могутъ м$- 
няться перемфнныя, простирается отъ 10-20 до 10-20, каковой пред ль 
‘на практикЪ можно считать вполнф достаточнымъ. Чтобы найти коли- 
чество, соотвётствующее показан1ямъ дисковъ У и У', разсуждаютъ та- 
кимъ образомъ: при полномъ оборотВ диска У въ ту или другую сто- 
рону логариемъ увеличивается или уменьшается на единицу, что соот- 
вЪтствуеть умножен1ю или дзленю выражаемато логариемомъ числа 
на 10 или, какъ чаще говорятъ, переносу за- 
пятой вправо или вл$во на. одну цифру (дискъ 
У’ въ это время показываетъ число 1). Такимъ 
образомъ, когда на диск У’ противъ индекса 
будеть стоять цифра р или —р, то въ числф, 
логариемъ котораго находится противъ индекса 
на диск \У, надо запятую перенести на р 
пифръ вправо или влфво, считая отъ’ крайней 
лЪвой цифры. Такую систему двухъ дисковъ 
Торре называеть лозариемическимь ариемофо- 
ом. 





! 





Описанный только что ариемофоръ пред- 
ставляетъ самую простую комбинащю. На са- а 
момъ дфлЪ дискъ У можеть быть зам ненъ вин- $ Фиг. 2. 
товой поверхностью или барабаномъ (фиг. 14), съ’ нанесенными на немъ 
по винтовой лини д?Ълен1ями, сочлененнымъ съ У’ такимъ образомъ, 


что этоть послздн поворачивается на одно дзлен!е только посл нф-. 


сколькихъ (п) полныхъ оборотовъ барабана (въ построенномъ образц% 
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послф четырехъ оборотовъ); такое сочетан!е даетъ возможность произ- 
вольно увеличивать степень точности отсчетовъ. Чтобы не ошибиться, 
въ какомъ именно мЪфств барабава надо дфлать отсчетъ, Торре подъ 
индексомъ [ заставляетъ, одновременно съ барабаномъ, двигаться Ци- 
линдръ со спиралевиднымъ прорЗзомъ, изображеннымъ на фиг. 14 пунк- 
тиромъ, со скоростью въ я разъ меньшею скорости вращен1я бара- 
бана. Искомое число придется тогда въ мфств пересВченя этого про- 
р%за съ индексомъ. 

Итакъ, при помощи указанныхъ ариемофоровъ можно всякое число 
представить очень просто и съ желаемымъ приближенемъ. 


Для соединен!я двухъ ариемофоровъ такимъ образомъ, чтобы въ 
то время, когда первый показываеть х, второй показывалъ бы х”, при- 
мЪнена слЗдующая зависимость: 


15 (2") = ох 


Такъ какъ движен!я ариемофоровъ пропорцональны логариемамъ, 
то слЗдуеть только соединить при помощи зубчатыхь колесъ*) эти 
ариемофоры такимъ образомъ, чтобы скорость движен1я второго была. 
въ 7 разъ больше скорости движен!я перваго. 


Разсмотримъ далфе, какъ соединены между собою два, ариемофора, 
даюшуе Ари 2” съ третьимъ, на которомъ можно было бы читать сразу 
произведенше А, х”. Для этой цфли у Торре сдЪлано такое приспособ- 
лен!е: на оси аб (фиг. 15) надфты 3 муфты на первыя дв насажены 
зубчатыя колеса, соединенныя съ ариемофорами, 
дающими Ари 4”; на третьей же, средней на- 
ходится стержень съ зубчатымъ колесомъ В, со- 
члененнымъ подъ угломъ съ первыми двумя. Если 
обозначимъ перем щен1я колесъ А, , х» и В около 
оси аб соотвЪтетвенно черезъ тж, х иа, то оче- 
видно:2а = т- и. Волесо А соединено съ н%кото- 
рымъ ариемофоромъ Х„, построеннымъ такимъ обра- 
зомъ, чтобы угловая единица его была, вдвое менЪе 
угловой единицы первыхъ двухъ. Итакъ, перем - 
щен!я будуть пропорщюональны: 1/215Х,„, А, и 
122" и предыдущее равенство приметъ видъ: 

г 16Х, = ВА, - 16" = 18(А, =”), ^. 


де < 

т. е. послфднЙ ариемофоръ и 'будеть искомый. Конечно, соЕуяа 

подобнымъ же образомъ большее число ариемофоровъ, можно айти 
© 








Ау, Аут ит. д. ©” 
\ — 


\\= 
Итакъ, при помощи описанныхъ ариемофоровъ ие механически 
опред$лить ве одночлены: Ажлх”, А, х”, Ара, <... 


< У 






`< 


> 

*) Въ машинф Торре всф соединенйя сдфланы исключительно при помощи зуб- 
чатыхъ колесъ, съ одной стороны, во избъжане ошибокъ, могущихъ произойти отъ 
скольжен1я, а съ другой, чтобы сдфлаль движен!я обралимыми, т. е. если перем8щене 
4А колеса А производитъ въ колесф В перемфщене @В, то чтобы и обратное имфло 
место. 
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Остается разсмотрЪть самую сложную часть машины, служащую 
для сложен1я всЪхъ членовъ, опредфленныхъ указаннымъ выше путемъ. 

На первый взглядъ эта задача можетъ показаться неразр$шимой, 
такъ какъ алгебраической зависимости между логариемомъ суммы и 
логариемами слагаемыхъ не существуеть. Однако и это затруднен!е 
устранено Торре блистательнымъ образомъ. 

Ноложимъ. для простоты, что надо сложить только 2 члена: 
Аж” и А, 5? , т. е. надо механически соединить ариемофоры, опред$- 
ляюще предыдуцие два члена съ ариемофоромъ, на которомъ можно 
было бы сразу читать сумму: (Аж х” РА, 2’); 

Мы можемъ написать: 


А] (т НА +1] 


Ар 272 





Такъ какъ мы уже знаемъ, какъ построить механически сумму 
послВднихь логариемовъ, то задача сводится къ тому, чтобы построить 
‘ариемофоръ, котораго перемфщеня были бы пропорщональны 


(= +1} 


Построить ариемофоръ, который давалъ бы только 


1 Ат д". 
з аж РТ 


15 Ат д к. 1°А» Ре 








или 


не трудно по указанному выше способу. Если за основане логарифмовъ 
примемъ, какъ это сдЪлалъ Торре, число 10, то 





р Ат д” 
А» х ее 10 5 [о А, те. 





Ар 2? 


и А д” 
(А, а" -- Ара ) = ВА, 2? -- 18 10. Ара 1 





Желаемое будетъ, такимъ образомъ, получено, если только) Удастся 
соединить между собою ариемофоры, угловыя перемфщен!я( 


ы и 
ее = и 15(10° | 1) =© связаны уравневент: 
р % < 


7 


1 








Ад" _\ о 
ЕСТЬ ==! "| Г 
(1 д? Я 1) ее :. 
или 


В С 
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° ^ Такъ какъ кривая, выражаемая этимъ уравнешемъ и представлен- 
ная на фиг. 16, очень быстро приближается къ своимъ ассимптотамъ: 
отрицательной части оси 0х 
и биссектрисЪ угла уОх, то 
на практик можно считать, 
что за н$которыми пред%- 
лами —@ и --а она совпа- 
даетъ съ ассимптотами. 

Отношен!е скоростей ко- 
°— Лесь 9, и’о можеть быть 
® Представлено такимъ обра- 
зомъ: 











Фиг. 16. 
и, 
42 10-41 
при © = — <> или, практически, при о = отношене 
а’ 
— = 0. 
@% 


Но такъ какъ н%тъ возможности построить механизмъ, удовлетворяющий 
послфднимъ условямъ. то Торре уравненю (1) лаетъь предварительно 
такой видъ: : 
® = 15(10° + 1) + 25 — тх, 


тдЪ и есть число положительное и выбранное такимъ образомъ, чтобы 


оО и @) 


5 ©" = — их 


и и! 


количества же о’ и 9" связаны условемъ: 


[ Ш 
= о". 


Кривая, представляемая уравненемъ (2), ассимптотически прибли- 
жается къ прямымъ у=жх и у=(т--1)х и за н$которыми пред$лами 
—8 и-- 8 можно считать ее. практически, совпадающею со своими ас- 

\5 


с 


симптотами. Отношеше скоростей въ этомъ случаз выразится такъ:^ 
$. 


ао’ 10° о о 
т сек (4 


5. 
р ) 





такъ какъ т положительно, то и 


а" 


4% 


при всВхь значен1яхъ о тоже больше нуля, а, слЗдовательно, является 
возможность построить такое механическое соединен!е, скорости частей 
котораго были бы связаны посл$днимъ условемъ, 
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Для механическаго осуществления этой зависимости Торре упот- 
ребляетъ приспособлен!е, представленное на фиг. 17 и 18 и состоящее 
изъ конусообразнаго винта Г, 
заканчивающагося съ той и дру- 
гой стороны цилиндрами, д1а- 
метры которыхъ соотвфтству- 














т | 
ООО 
т 


| 
и 









ет ООО 














































































Фиг. 17. Фиг. 18. . 


ють предзльнымъ значен!ямь кривой — въ мфстахъ совпаден1я ея съ 
ассимптотами. Вдоль всей винтовой лин!и и на поверхности цилинд- 
ровъ нанесены зубцы, цфпляющ!е колесо @, которое можеть перемз- 
щаться вдоль оси, параллельной оси винта и приводить въ движен!е 
колеса @) и В. Чтобы колесо @ могло перемфщатьея, сохраняя всегда, 
плоскость параллельною самой себЪ. вся ось 1 можетъ слегка повора- 
чиваться на рычагахъ У и У, около оси С. Размры винтообразнаго 
зубчатаго колеса можно, конечно, выбрать такимъ образомъ, чтобы от- 
ношен1е скоростей‘колесь м$налось по любому закону и, въ частности, — 
удовлетворяло условю, выражаемому уравненемъ (3). 

Что же касается о’и‹", то эти скорости соединяются с0 ско- 
ростью ©' при помощи ариемофоровъ, сочлененныхъ на подобе соедине- 
ня, указаннаго на фиг. 15 и удовлетворяющаго услов!ю: ®' =’ о".л. 

Совершенно такъ, какъ мы складывали два одночлена, можно‘ ло- 
жить ихъ сколько угодно, т. е. получить сумму в. 


Ат <” -- Ав "Е Ар-..... й 


О 

Съ другой стороны всякое алгебраическое уравнеше, простымъ 
переносомъ членовъ его изъ одной части въ другую, можетъ быть при- 
ведено къ виду и 


Со 


<2\ 


Ан” -Р А» т —- весе В» а” В," р. .. 


тдЪ всЪ коэффищенты положительны. Это необходимо, такъ какъ на 
ариемофорахъ можно получать только положительныя числа, потому 
что они только имфють логариемы. Величины обЪихъ частей уравнен1я, 
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какъ было указано, могутъ быть представлены двумя ариемофорами 
си, которые должны быть соединнны такимъ образомъ, чтобы ихъ 
показан1я, взятыя порознь всегда были одинаковы, а тогда значен!я 
Аш, Аз.... Вт, Ви....и будуть удовлетворять послЪднему уравнен!ю. 

При помощи описанной машины уравнен!я рзшаются сл6дующимъ 
образомъ: поворачиваютъ ариемофоры, предназначенные для коэффиц1- 
ентовъ, такимъ образомъ, чтобы ва нихъ противъ индексовъ можно 
было прочесть всЪ значен1я А и В. Когда всЪ коэффищенты, такъ ска- 
зать, взяты, остается непосредственно на ариемофор? (<) прочесть зна- 
чен1е х противъ индекса, которое и соотв тствуетъь одному изъ корней 
р»шаемаго уравнен!я. ЗатЗмъ одинъ изъ ариемофоровъ, закр$пивъ всЪ 
остальные, продолжаютъ вращать далЪе; вмЪстЪ съ нимъ вращается и 
ариемофоръ для х и всяый разъ, когда предъ указателемъ перваго изъ 
нихъ проходить одно изъ значенй коэффищентовъ—на второмъ противъ 
индекса читаютъ значен!е одного изъ корней уравнен1я. Эту манипу- 
лящю продолжаютъ до тЪхъ поръ, пока на ариемофорВ (2) не полу- 
чать перваго получавшагося уже значения. 

Полученные такимъ образомъ корни вс будутъ, конечно, поло- 
жительные; отрицательные получатся отъ преобразованя въ данномъ 
уравнен1и х въ. Способъ рЪшен1я тотъ же. 

На фиг. 19 изображенъ обшай видъ машины уже построенной и 
и демонстрировавшейся въ Мадридской и Парижской академ1яхъ наукъ. 





Хх 
кх 
При помощи этой машины можно р$шать только уравнен1я вида 
29-Е ах = с, 
2 + 6" == а, 


65 


при чемъ а и 6 могутъ м$няться отъ 10-5 до 1010, си д--отъ 10-2 до 
1020, и ошибка при опредзлен!и корней не превосходитъ 0,01. 


На схематическомъ рисунк$, представленномъ на фиг. 20, изобра- 
жено распредзлен!е частей въ машинЪ, которую въ настоящее время 





строить Сагрепыег для рЬшен!я уравнен!й вида 
Аз” -- Ва” = (7. 


На трехъ главныхъ осяхъ Е С и Н находятся ариемофоры, зубчатыя 
колеса и конусообразный винтъ Е. На оси Е находится и ариемофоръ 
Х, на которомъ читаютъ значен1я перемВннаго х; на этой же оси мы 
видимъ колеса т, х, х, которыя при помощи ряда зубчатыхъ колесъ 
М, МиР соединены съ колесами, дающими х”, 2”, д?. Эти послзд- 
в1я соединены съ ариемофорами А, В и С, служащими для опредфлешя 
коэффищентовь А, В и С, а вь тфми и другими вмфстВ сочлененыо ово- 
леса, дающя Ах”, Ви Са. Изъ Ал”и Вх”, вращая ВЪ придичномь 
направлен!и колеса, мы получимъ 


19Ах" —юВа" , т. е. 





зат$мъ при помощи А переходимъ къ колесу. дающему 


й Ах" 
А п 
2% (о о В и) НЕ 
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прибавляя сюда извЗстнымъ намъ уже способомъ 
=] Аз” 

чо | 

8 Вл" 


перейдемъ къ колесу 
] Ад" 
м 10 5 Вах” + ') 


а отъ этого послЗдняго къ — (Ах” - Вл” ); это послЪднее соединено съ 
колесомъ, дающимъ (12. 

Для того, чтобы при помощи этой машины можно было р$шать 
всяк1я уравнен1я съ тремя членами, передачи М, М и Р, служация для 
возведен1я х въ степени т, % И р, помщевны въ особые ящички, кото- 
рые легко могуть быть сняты или зам$нены другими для степеней 
т, п, р. Если одинъ изъ показателей = 0, то надо въ машин снять 
соотв тственный ящикъ съ передачей, оставляя все въ прежнемъ видЪ. 

До сихъ поръ р%Ъчь шла только о корняхъ дфйствительныхт; по- 
смотримъ теперь, какъ опредЪляются модули и аргументы мнимыхь 


корней. 


Ам д" — 0, 


гдВ коэффищенты могутъ быть дЪйствительные или мнимые безразлично.` 
Допустимъ далфе, что 


Ат = @т (с0за=-- У— 1 та), 
д = 0(созо + У—1 шо). 
Для веякаго значен1я л, соотвЪтствующаго корню даннаго уравнен1я 
Уат 0” зт(а„ -- то) = 0 
Хат 0” 608(@ -Е т) = 0 


ар и 0 при помощи ариемофоровъ изобразить легко, что же касается 
си и @®, то ихь можно представить посредетвомъ не логариемическихъ 
ариемофоровъ, а такихъ, въ которыхъ движешя были бы пропорцю- 
нальны значен1ямъ этихъ аргументовъ, что и не представитъ никакого 
затруднен1я, такъ какъ с» и @ измфняются оть 0 до Эл. Такъ какъ 
эщ(с» - 70) и с03(@ -- то) могуть принимать отрицательныя значения, 
поэтому непосредственно представить ариемофорами выраженя, стояция 
подъ знакомъ > невозможно, и для устранен1я этого неудобетва при- 
б$гаютъ къ указывавшемуся уже пр1ему. т. е. къ синусу СИ ”косинусу 
прибавляютьъ и вычитаютъ какое-нибудь количество # бодъшее единицы; 
тогда получимъ: с “\ 








'Хат 0" [зи (о» + то) = ох р 


Хат 0” [е08(а» -- то) + 1—1] 5% 





или 
ХУат 0" [1+ зп(вь + то)] = 1Хат о" 


ат 0" п - 608( 6 +то)] == 1 Ха» 0" . 
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Соединяя описаннымъ выше образомъ логариемическе ариемофоры 
для каждаго изъ одночленовъ, стоящихъ въ первыхъ частяхъ послд- 
нихъ уравненй, можно получить суммы всЗхъ стоящихъ подъ знакомъ 
> членовъ. Если эти ариемофоры соединить съ ариемофоромъ для 
17а»0” такъ, чтобы угловыя перем$щен1я первыхъ и посл$дняго были 
одинаковы, то ариемофоры для о и © дадутъ соотвфтственныя значе- 
н1я аргумента и модуля для мнимыхъ корней рф шаемаго уравнен1я. 

Что касается р$шен1я системъ уравненй, то всяк1я пояснен!я те- 
перь излишни, какъ какъ послЗдн разсматриваемый случай представ- 
ляетъ р$шен1е двухъ уравненй съ двумя неизвЗстными и путь, кото- 
рымъ надо идти при устройств машинъ для рёшев1я такого рода, 
уравнен1й, вполнЪ обозначился. 

Въ заключен!е замфтимъ, что при помощи такъ остроумно при- 
думанной Торре системы коническихъ винтообразныхъь зубчатыхъ соеди- 
ненй можно строить машины и для рёшен!я трансцендентныхъ урав- 
ненй, какъ напр. уравненя Кеплера и др. 

Итакъ, благодаря остроумю оученаго испанскаго инженера, мы 
имфемъ въ настоящее время очень простой и изящный способъ для 
механическаго р$шен1я уравненйй. 

И. Точидловекй (Одесса). 


ОЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРТЯ ЭЛИПСА. 


(ОтвЪтъ на тему, предложенную профессоромъ Ёрма- 
ковымъ въ №110 „Въсетника“). 


(Продолженёе *). 


у. Касательныя. 


23. Прямая, им$ющая только одну общую съ эллицсомъ точку, 
называется касательной къ эллиису. 

Общая точка эллипса и касательной называется 70чкой прикосноу 
вешя. Перпендикуляръ, возставленный къ касательной въ точк%- при- 
косновен!я, называется нормалью къ эллитеу въ точкВ М, гдЪ, М точка 
прикосновен!я касательной. й 

24. По теорем 11 обратной (второй случай) заключает если изъ 
одного изъ фокусовъ Е’ опуетимъ перпендикуляръ Е'С ‹на ‚ касательную 
и на продолжеши его отложимъ СМ = ЕС, зат$иъх ‘ед ИНИМЪ „ТОЧку 
№ сь другимъ фокусомъ Е, то длина отр$зка ЕМ авиа, а. 

Изъ равенства КМ = 2а, по теоремЪ 11 прямой (второй случай), 
вытекаютъ нфкоторыя сл детня. 





*) См. „В%стника Оп. Физики“ №№ 239, 240 и 242. 
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Сл дств1е 1-е. Оба фокуса лежать по одну сторону касательной. 

ДЪйствительно, при доказательств теоремы 11 прямой мы уб%- 
дились, что прямая, для которой отр$зокъ ЕМ, получаемый послЪ над- 
лежащаго построеня, равенъ 2а, не можеть пересВчь отр$зка ЕЕ’, а 
потому фокусы лежатъ по одну сторону такой прямой. 


Слфдетье 2-е. Точка встрьчи М отръзка МЕ и касательной сов- 
падаеть съ точкой прикосновеная. 

ДЪйствительно, при доказательств той же теоремы, мы уб$ди- 
лись, что точка М принадлежитъ эллипсу; если бы точка прикоенове- 
ня не совпадала съ точкою М, касательная имфла бы дв общихь съ 
эллипсомъ точки, что противно ея опредзлен1ю. 

Слфдетв!е 3-е. Всь точки касательной, кромь точки прикосно- 
вензя, лежать внъ эллипса. 

Въ самомъ дЪлЪ, въ той же теорем 11 доказано, что, если отрЪ- 
зокъ ЕМ =2а, то вс точки прямой, относительно которой этотъ отр%- 
зокъ построенъ, т. е. всЪ точки касательной, кромЪ точки М, лежатъ 
внф эллипса, ибо сумма разстоянй ихъ отъ фокусовъ больше За ($ 11). 

Слфдетв1е 4-е. Всь точки эллипса лежеипь по одну сторону ка- 
сательной, а именно—со стороны фокусов». 

Для доказательства этого предложен1я достаточно убфдитьея, что 
всЪ точки, лежащйя не со стороны фокусовъ относительно касательной, 
но съ противоположной стороны, не принадлежать эллипсу. Пусть Х 
будетъ какая-нибудь изъ точекъ, лежащихъ со стороны, противополож- 
ной фокусамъ относительно касательной. Соединимъ точку Х съ фоку- 
сами. Отрфзокъ ХЕ непремфнно пересЪкаетъ касательную въ нФкоторой 
точкЪ У, такъ какъ, по предположен!ю, точка Х и фокусы лежатъ по 
разныя стороны касательной. Согласно съ предыдущимъь слЪдстыемъ 


имфемъ неравенство: 
УЕ- УЕ = 24а (10). 


такъ какъ, согласно съ слЪдстнемъ 3-имъ, точка У лежитъ либо на 
эллипс, либо вн его. 
Если точки Х, Е и У лежатъ на одной прямой, то находимъ 


ХЕ-- ХУ > УЕ (11), 


ибо У лежитъ между точками Х и Е. о 


Точно такое же неравенство найдемъ, если точки Х, У 
лежатъ на одной прямой, изъ треугольника ХУЕ. Прибавивъ 
имъ частямъ неравенства (11) по УЕ’, находимъ: Се 


ХЕ- ХЕ' > УЕ-Р УЕ, 
откуда, велФдетве неравенства (10), вытекаетъ: 
ХЕ-- ХЕ’ >> 24. 


Слфдовательно точка Х лежить вн эллипса. 






2х 
$< 





25. Теорема. Биссекторь пла, смежнало съ умломь ЕМЕ', вершина 
которало М есть точка эллипса, касается эллитеа въ точкь ею М. 


69 


Такъ какъ биссекторы двухъ угловъ, смежныхъ одному и тому же 
углу, составляютъ одну прямую, то достаточно разсмотр$ть биссекторъ 
одного изъ этихъ угловъ, наприм$ръ, биссекторъ угла Е'ММ. 

На продолжен1и радлуса вектора МЕ отложимъ ММ =МЕ'. Такъ 
какъ Мб— точка эллипса, то 


МЕ--МЕ' = 24, 
откуда, замняя прямую МЕ’ равною ей прямой ММ, получимъ: 
МЕ-Е ММ = ЕМ =2а (12). 


Соединивъ точки № и Е’ прямою, получимъ равнобедренный тре- 
угольникъ ММЕ”. 


Биссекторь МА угла №ММЕ'’ при вершин равнобедреннаго тре- 
угольника ММЕ’, есть въ то же время высота и меллана этого треуголь- 
ника. Поэтому, назвавъ черезъ С точку встрфчи прямыхь АМ и МЕ, 
мы находимъ: 


ЕС = СМ и ЕС 1 МА. 


Отсюда слФдуетъ: если опустимъ изъ фокуса Е’ перпендикуляръ 
Е’С и отложимь на его продолжени СМ = Е’С, затвмъ соединимъ точки 
Ки №, то прямая ЕМ (см. равенство 12) оказывается равною За, & 
потому (теор. 11) прямая МА имфетъ лишь одну общую съ эллипсомъ 
точку, именно точку М, т. е. касается эллипса въ точк® М. 


Прим чан1е. Въ случа, когда точка эллипса М совпадаеть съ 


однимъ изъ концовъ большой оси АА’ предыдущее доказательство теря- 
етъ силу. ДЪйствительно, въ этомъ случа уголь КАЕ’ обращается въ 
нуль, смежный же уголь КАМ — въ 2л; биссекторъ угла Е’'АМ обра- 
щается въ перпендикуляръ АТ къ прямой Е'А; откладывая АМ = АЕ" 
и соединяя точки М и Е, мы не получимъ уже равнобедреннаго тре- 
угольника, ибо точки А, Ки М лежатъ на одной прямой. Но это лишь 
упрощаеть доказательство; въ самомъ дЪлЪ, по построеню имЗемъ: 


МЕ =АЕ-- АМ =АЕ-АЕ' = 24, 
т. е. сразу получаемъ уравнене (12). 


СлЪдетв1е 1-е. Биссекторъ ума ЕМЕ’ есть нормаль къ эллитеу, 
ибо онъ 1) проходитъ черезъ точку прикосновен1я М и 2) перпендику- 
ляревъ къ биссектору МА угла ММЕ', смежнаго съ угломъ ЕМЕ. у 

ое 


СлЪдетв!е 2-е. Такъ какъ вся уголь можно разд ть’ попо- 
ламъ, то в0 всякой точкь элмиеа можчо провести къ нему) 
ную и нормаль. : 


26. Теорема, обратная предыдущей. Кассимельная\кь эллитсу въ 
точкь ею М есть биссекторь ума, смежнаю съ Зпаомь ЕМЕ'. Пусть 
прямая МА касается эллипса въ точкВ его М, Се’ имфеть съ нимъ 
лишь одну общую точку, именно точку М. Изъ’ ”фокуса Е опустимь 
перпендикуляръ Е’С на касательную и отложимъ на его продолжени 
СХ =Е'С; затЪмъ соединимъ точки М и Е. По второму слдствю 8 24, 
точка встрЪчи отрфзка МЕ съ касательной совпадаеть съ точкой при- 
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косновен1н М; длина же отрфзка ЕМ равна, по теорем 11 обратной, 
2а. Отсюда имфемъ: 
ММ -- МЕ=ЕМ = 24; 


но мы имфемъ также МЕ'-- МЕ = 24, ибо точка М лежить на эллицсз, 
а потому МЕ = МЕ', т. е. треугольникъ ММЕ'—равнобедренный. Сл$до- 
вательно, прямая МА, служащая, по построен1ю, высотой треугольника 
ММЕ,, будетъ также биссекторомъ угла при вершин ММЕ, что и тре- 
бовалось доказать. 


Прим чанте. Если точка прикосновен!я М совпадаеть съ одной 
изъ вершинъ А или А’, касательная дЪлитъ пополамъ уголъ КАМ, т. е 
перпендикулярна къ оси АА’. Въ этомъ случаф, какъ и въ соотвЪт- 
ствующемъ случаз прямой теоремы, придется слегка измЪнить доказа- 
тельство. 


Слфдетвйе 1-е. Такъ какъ всяый уголь допускаеть лишь одинъ 
биесекторъ, то в0 всякой точкь эллитва къ нему можно провести толь- 
хо одну касательную. 


СлЪдетв1е 2-е. Касательная одинаково наклонена къ радиусамь 
векторамь точки прикосновенгя. 


ДЪйствительно, такъ какъ касательная МА есть биссекторъ угла 
ММЕ',, то ДАМЕ'—=ДХАММ. Но углы АММ и ВМЕ, какъ вертикальные, 
равны, а потому — АМЕ'= / ВМЕ. 


СлЪдетв!е 3-е. Въ вершинахъ эллинса А и А’ касательныя пер- 
пендикулярны къ оси АА’, какъ это только что указано въ прим%ча- 
ни. Поэтому ось АА’ служитъ нормалью къ эллипеу въ точкахъь Ай 
А’. Точно также и въ вершинахъ Ви В’ касательныя перпендикуляр- 
ны къ оси ВВ’, такъ какъ биссекторъ внфшняго угла ЕВК  равнобед- 
реннаго треугольника ЕВЕ’ параллеленъ основаню ЕЕ’ и потому пер- 
пендикуляренъ къ высот этого треугольника ВО. Сама же ось ВВ' 
служить нормалью къ эллипсу въ точкахъ Ви В’. 

27. Лемма. Если биссекторь ума В трелольника АВС есть въ 
то же время мефана треуюльника, то стороны треуюльника АВ и ВС 
фавны между собою. 


Пусть О— точка, въ которой биссекторъ угла АВС встр$чаетъ 
сторону АС. По свойству биссектора имземъ: 5 


У 





АВ _АО 
вс 0С 
Но такъ какъ, по предположен!ю, 
АО = ОС, 
то ^^ 
АВ = 1 й 
ВС у 
откуда 


т 


28. Лемма. Если биссекторъь ВЗ вньшияю ума ЕВК треуюльника 
ЕВЕ’ перпендикулярень кь меданьъ ео ВО, то стороны треуюльника 
ЕВ и ЕВ равны. 

Такъ какъ медлана ВО, по предположен1ю, перлендикулярна къ 
биссектору 33 угла ЕВК, то она дЪлитъ пополамъ уголь ЕВЕ’, смеж- 
ный съ угломъ ЕВК. Итакъ мед1ана ВО есть въ то же время биссек- 
торъ угла ЕВЕ’, а потому, по лемм% 27, сторона ЕВ треугольника ЕВЕ" 
равна сторовЪ Е’В. 


29. Теорема. Если точка эллипса М не совпадаеть ни съ одной 
изъ вершинь эллитса А, А', В и В, то касательная въ точкъь М эллитса 
не перпендикулярна къ прямой МО, соединяющей точку М сь центромъ. 


Только двЪ точки эллипса А и А' лежать на прямой ЕЁ’ ($ 2), 
остальныя же точки его лежатъ вн этой прямой. Точно также лишь 
дв№ точки эллипса Ви В’ имфють равные рад1усы векторы, ибо пря- 
мая ВВ’, представляющая собою геометрическое м$сто точекъ, равно от- 
стоящихъ отъ фокусовъ, не можеть встрЪчать эллипсъ болЗе, чфмъ въ 
двухь точкахъ. 


Поэтому, если точка М не лежитъ ни въ одной изъ вершинъ эл- 
липса, то, во-первыхъ, точки М, Ки Е' не лежатъ на одной прямой, 
а во-вторыхъ — радусы векторы точки М, МЕ и МЕ ' не равны. 


Допустимъ, теперь, что касательная къ эллипсу въ точкЪ М, не 
совпадающей ни съ одной изъ вершинъ эллипса, перпендикулярна къ 
прямой МО. По теорем 26 касательная къ эллипсу въ точк$ М есть 
биссекторъ угла, смежнаго съ угломъ ЕМЕ’. Такимъ образомъ биссек- 
торъ угла, смежнаго съ угломъ М треугольника ЕМЕ’, былъ бы, по сдЪ- 
ланному донущен1ю, перпендикуляренъ къ мед1анв того же треуголь- 
ника МО. Но тогда, по лемм$ 28, стороны МЕ и треугольника ЕМЕ’! 
МЕ' были бы равны, что прямо противорфчитъ доказанному выше не- 
равенству ихъ. 


30. Теорема. Лишь двъ прямыя АА’ и ВВ’ служеть осями эл- 
литва. 


Прежде всего замЪтимъ, что ось эллипса непремзнно проходить 
черезъ его центръ. ДЪйствительно, пусть Й будетъ ось эллипса, не про- 
ходящая черезъ центръ. Опустимъ изъ центра эллипса перпендивуларь 
на ось /; этоть перпендикуляръ ($ 15) встрФтитъ эллипсъ въ дв 
точкахъ м и М, причемъ центрь О будетъ срединой хорды ММ', ле- 
жащей на прямой, перпендикулярной къ оси, что, по теоремЪ, 44; не- 
возможно, если прямая Й не проходить черезъ центръ. Итажь осью 
эллипса, Кром прямыхъ ДА’ и ВВ’, можеть быть лишь прямая, про- 
ходящая черезъ центръ эллипса. Пусть К будетъ одна \иЗЪ точекъ, ВЪ 
которой встрфчаетъь эллипсъ эта третья ось. Черезъ точку \К проведемъ 
перпендикуляръ къ прямой КО; по теорем 29 этобъ- <перпендикуляръ 
не можетъ быть касательной къ эллипсу, а потому”этотъ перпендику- 
ляръ, имфя общую съ эллипсомъ точку К, есть сЪкущая эллипса; слф- 
довательно перпендикуляръ этоть ветрьчаеть эллипсъ еще въ одной 
точкЪ Х. Но тогда мы имЪфли бы хорлу КХ, перпендикулярную къ 
оси И и не дфлящуюся осью пополамъ, что (см. $ 14) невозможно. 
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Итакъ эллинсъ не можетъ имфть боле двухъ осей АА' и ВВ'. 

31. Задача. Вь данной точкь эллитса провести къ нему каса- 
тельную. 

Пусть М— данная точка эллипса. Соединивъ ее прямыми съ фо- 
кусами, строимъ биссекторъ одного изъ угловъ, смежныхь съ угломъ 
ЕМЕ’'; этотъ биссекторъ и будетъ, по теоремЪ 25, искомой касательной. 
Задача имфетъ лишь одно рёшевше (гл. 26, слЪдстые 1-е). 

32. Теорема. Основане перпендикуляра, опущеннало изъ фокуса на 
касательную, находится на окружности круш, построеннало на боль- 
шой оси, какъ на фаметуъ. 

Опустимъ изъ фокуса Е" (черт. 21) пер- 
пендикуляръ Е’С на касательную къ эллипсу 
въ Точкф его М и на продолженм его от- 
ложимъ СМ = Е'0. Ооединивъь точки Ки М 
прямою, получимъ ($ 24) отрфзокъ ЕМ, рав- 
ной 2а. Соединимъ также прямою точку С 
съ центромъ эллипса О. Тогда получимъ два, 
треугольника СЕ’О и МЕ", которые подоб- 
ны по общему углу Е и пропорщональности 








Фиг. 21. сторонъ, заключающихъ этотъ уголъ. о - 
шюональность сторонъ вытекаетъь изъ равенства, 
ЕЕ _ЕМ и 
ЕО РС : 


которое является непосредственнымъ слЪдствемъ построен1я точки №. 
Изъ подоб1я треугольниковъ СЕ'О и МЕ'К находимъ: 


ЕМ 
ры 
откуда 
ЕМ Эа 
ОО а 


Итакъ разстояве точки С отъ средины большой оси равно поло- 
вин большой оси, а потому точка С лежитъ, какъ и требовалось это 
доказать, на окружности, описанной на большой оси, какъ на д1аме рф. 

Прим чанте. Если точка прикосновенйя эллипса. М совпадает въ 
одной изъ вершинъ А или А’, то предыдущее доказательство Е прим - 
нимо. Но теорема имфетъ’ место и для этого случая, что ов выте- 
каетъ изъ слЗдетня 2-го главы 26-й. 

Обратная теорема. Прямая, перпендикулярная к «ау отръзка 
Е'С, соединяющиио какую-нибудь точку С окружности отменной на 
. большой оси, какъ на Яаметуъ, съ фокусомъ, — каслетей \ эллитса. 

Продолживъ отрфзокъ Е'С на длину ОМ =Е'0, ‘боединимъ прямою 
точки М и Е (черт. 21). . 

Изъ равенства 

ЕМ ЕЕ 


ЕС - ЕО ^, 
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заключаемъ, какъ и въ прямой теорем, что треугольники МЕ’ и СЕ'О 
подобны. Изъ подоб1я ихъ выводимъ: 


МЕ МЕ 
60: 2, или тре ==2, 


откуда 
МЕ = 2, 


а потому, по теоремЪ 11, прямая СМ касается эллипса, 


(Продолженёе слъдуеть). 





НАУЧНАЯ ХРОНИКА, 


СвЪтовыя явлен1я при соприкосновен1и озона съ различными 
жидкостями (С. В., СХХШ, 1005).—РазрВжая озонированный воздухъ 
при помощи водяной тромпы, г. Матиз ОШо замфтилъ свфтъ внутри 
тромпы. Св$тъ этотъ возникалъ въ мфстф соприкосновен!я воды съ 030- 
номъ, и вода, вышедшая изъ тромпы, сохраняла способность свЪтиться 
впродолжене 5—6 секундъ. 

Для объяснен1я этого явлен1я можно допустить: 

1) или что, благодаря понижен давлен!я, озонъ, заключающийся 
въ пузырькахъ газа, которые проникаютъ въ воду тромпы, диссощируетъ 
при соприкосновен!и съ водой, давая свЪтъ; 

2) или что озонъ образуеть съ водой непрочное фосфоресцирую- 
щее соединенте; ! 

3) или, наконецъ, что свфтовыя явлен!я обусловливаются энергич- 
нымъ окисленемъ органическихъ веществъ, содержащихся въ вод. 


Для ближайшаго изученя этого явлев1я авторъ пользовался цилинд- 
рическимъ стеклянымъ сосудомъ въ 50 сш длины съ даметромъ въ 5 
ст. Сосудъ этотъ быль закрыть на обоихъ концахъ и снабженъ двумя 
кранами. Сосудъ этоть наполнялся озонированнымь воздухомъ (40—50 
ше озона въ 1 литр) подъ различными давленями, зат$мъ въ него 
вводили опред$ленный объемъ испытуемой жидкости и сильно вобазты- 
вали содержимое сосуда въ темной комнат. Оказалось: | 

1) что чистая, не содержащая ни минеральныхъ ни а 
примфсей вода совершенно не даетъ описанныхъ свфтовыхЪ-явлен!й; 

2) что обыкновенная питьевая вода, содержащая ^ ольдовательно 
слЗды органическихъ веществъ, свЪтится послЪ _вабалтываны нЪзеколь- 
ко секундъ; АСУ 

3) что когда этоть свЪть исчезнеть, его можно вызвать снова, 
хотя и мене интенсивно, если снова взболтать воду; 

4) что посл$ 5—6 взбалтыван!й свтъ исчезаетъ окончательно, 
хотя трубка содержить еще много озона; 
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5) что достаточно замфстить такую потерявшую способность свз- 
титься воду свЪжей, чтобы снова получить свЪчен!е; 


6) что спиртъ свЪтится менЪфе интенсивно, но болфе продолжи- 
тельно, бензинъ свФтится слабфе спирта, молоко и другя органическ1я 
жидкости свфтятся сильнфе воды, тюфенъ даетъ свЪтяшлеся пары. 


Изъ этихъ фактовъ слфдуетъ, что описанное явлене зависить по 
всей вфроятности отъ окислен!я озономъ органическихъ веществъ. 


В. Г. 


РАЗНЫЯ ИЗВЗСТТЯ. 


-$- 6-го декабря с. г. Философская Ассошашя и Общество Чешскихь Ма- 
тематиковъ въ Праг$ торжественно отпраздновали 300-л$тнюю годовщину со дня 
рожден1я знаменитаго философа и математика, Рене Декарта. 


-Ф- Международная Метеорологическая Конференцля, собиравшаяся въ сен- 
тябр$ с. г. въ ПарижЪ, учредила между прочимъ спешальную коммиссю подъ пред- 
сФдательствомъ г. НегрезеШя, поручивъ ей организовать изслфдован!е высшихъ 
слоевъ атмосферы при помощи воздушныхъ шаровъ, пускаемыхъ одновременно изъ 
различныхъ пунктовъ. Первый опытъ былъ произведенъ въ ночь съ !/1з на 7/14 но- 
ября, когда одновременно изъ Парижа, Берлина, Страсбурга и С.-Петербурга были 
пущены шары Сезъ наблюдателей, снабженные самопишущими приборами; изъ Бер- 
лина, Мюнхена, Варшавы и С.-Петербурга поднялись въ то же время шары съ воз- 
духоплавателями. Изъ этихъ послфднихъ шаровъ берлинск!й достигъ 5630 па, низшая 
температура, которая наблюдалась съ него, была— 249,4; мюнхенсюй шаръ поднялся 
до 3500 1 и наблюдалъ температуру въ-— 60,5; варшавскйй шаръ отм$тиль—20® при 
2000 11, и петербургскй— 270,5 при 4300т. 

Что касается до шаровъ безъ наблюдателей, то судьба петербургскаго шара 
нашимъ читателямъ уже исвфстна: онь лопнулъ на небольшой высот$; берлинсюй 
шаръ достигъ 6000 т и отмфтиль—24%, страсбургскй поднялся до 7700 т, отм$тивъ 
— 300 на высот$ въ 6000 т, и, наконецъ, парижск!й шаръ достигь наибольшей вы- 
соты въ 15000 11, отм$тивъ-— 60%. 


Этоть послфдь!й шаръ (АегоррИе № 3) былъ пущенъ С. Негоие’омъ и С. Ве- 
запсоп’омъ со двора завода 4е 1а УШеке въ 2 ч, 6 м. утра; онъ былъ наполненъ 
373 па? газа, его подъемная сила въ моментъ поднят!я была 246 Ко, такъ что подъ- 
емная сила свфтильнаго газз равнялась 809 2 на кубическ!й метръ. Температура въ 
моментъ поднят!я была—3%, давлен!е 761 ши, направлеве вфтра ЕМЕ. До вторника 
3/15 ноября о шарЪ не было никакихъ свфдЪн!й. Во вторникъ было получено иисьмо 
изъ маленькой деревушки Ста4е въ окрестностяхъ Отап съ извфсмемъ, что аръ 
найденъ въ сосфднемъ лфсу. Л1аграмма, начерченная самопишущимъ "о Вбромы 
показала, что низшая температура (—60%) была достигнута черезъ 3 чабайослЪ того, 
какъ шаръ достигъ наибольшей высоты, на которой онъ оставался довольно долго, 
—и незадолго до того момента, когда на высот$ шара должно „было показаться 
солнце. Восхождеше шара продолжалось всего 40 минутъ, спуск етот часа; въ 
моментъ достижен!я наибольшей высоты термометръ отмфтиль— 55°. 

С. Негиие и @. Везапсоп указываютъ, что для подобных, описанному ноч- 
ныхъ полетовъ требуется значительняя подъемная сила шара: „такъ какъ днемъ дфлу 
много помогаютъ солнечные лучи, нагр$ваюцие шаръ и уменьышаюцие его вЪсъ. 

-$- Въ август$ с. г. Сгоча и Нои4иШе произвели рядъ. актинометрическихъ 
и гигрометрическихъ наблюденй, а также наблюден!й надъ поляризашей неба на 
склонф Монблана. Наблюден1ямъ сильно мфшала пасмурная погода; тфмъ не менфе 
оказалось, что напряжен!е солнечной радлащи быстро возрастаетъ съ увеличешемъ 
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высоты, какъ видно изъ слфдующихъ данныхъ, представляющихь средыя величины 
изъ всего ряда наблюден!й 


Ста Мат Ее (3 О ое пы а ПИ НОО Кая 
Таун ТОС о па Я ИЗД 
Монпелье (48 па), среднее за августь .......... 1,059 в 


7/19 августа въ С@тап45-Ми]е въ 11 ч. 3 м. отм$чена для напряжен!я солнечной 
радлаши величина въ 1,793 кал., большая солнечной постоянной Роше. Работы Гап- 
еу’я, Савельева и Сгоуа заставляютъ думать, что величина солнечной постоянной 
мало отличается отъ 3 калорий. 


Было замфчено также понижен!е напряженя солнечной радлаши около по- 
лудня, которое Сгоуа наблюдалъ и раньше. Атмосферная поляризацая 6/1в-го августа 
въ бч. 45 м. вечера была равна въ Сгапаз-Мшез 0,788 при темно-синемъ небЪ. 
Это--наивысшая изъ наблюдавшихся величинъ. 


РЕЦЕНЗГИ. 


Бъ учен!ю о дифференцал% и интегралЪ. Составилъ преподаватель 
Полоцкаго кадетскаго корпуса Владимръ Шидловсый. С.- Петербургъ 1896 г. 

Авторъ не желаетъ, чтобы дифференцлаломъ перемфнной у =/(х) называли, 
какъ это теперь общепринято, извфстную часть [(х)4х ея полнаго приращен!я: онъ 
желаетъ, чтобы дифференшаломъ называли полный произвольно малый приростъ пере- 
м$нной, т. е. выражеше }(х)4х - &, и думаетъ, что такимъ опредфлен!емъ вносится 
особая ясность въ понят!е о дифференшалВ и интегралф. Можно принять какое 
угодно опред$лен!е дифференшала, но историческ!й и педагогическй опытъ пока- 
зали, что желательное для г-на Шидловскаго опредфлене дифференшала вноситъ 
чрезвычайную ‘смуту, сбивчивость и крайнюю условность въ дальнфйшее изложеше 
дифференшальнаго и интегральнаго исчисления—и это всего лучше должно быть 
извфстно автору, который, принявъ указанное опредфлене, приходитъ съ необходи- 
мостью къ тому выводу, что равенства 

х 


4х = Г(х)ах; у ада? 
о 
не суть равенства. Съ педагогической точки зрфнйя данное авторомъ опредфлеве 
дифференщала прямо вредно; вообще же оно представляетъ возвратъ къ очень ста- 
рой терминоломи, отъ которой, всл$дств!е крайнихъ ея неудобствъ, теперь безу- 
словно отказываются. Книжка заключаетъь въ себЪ 15 страницъ, не заключаетъ въ 
себЪ ничего новаго, вредна по тенденши и стоить 40 коифекъ. 


0. Шатуновскй. < 
де 





ЗАДАЧИ. 


№ 379. Показать, что десятичная дробь С 


и 


0,123456789 10 11 12 13.14....... 


не есть дробь пер1одическая. 
С. Шатуновеки (Одесса). 
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№ 380. Лв равныя окружности съ центрами А и В касаются 
другъ друга въ точкф (С, черезъ которую проведена къ нимъ общая 
касательная ИМ. На об$ихъ окружностяхъ отъ точки С симметрично 
относительчо прямой ИМ отложены дуги СО и СЕ, равныя каждая 
120°. ЗатЪмъ проведены еще двф окружности, изъ которыхъ первая 
касается окружности А въ точкЪ Ш) и прямой ММ въ н$ которой точкЪ 
Н, а вторая симметрична съ первой относительно прямой ИМ. Пока- 
зать, что площадь криволинейной фигуры НОСЕ, ограниченной дугами 
четырехъ окружностей, равна 


г? — 
3 (24 УЗ —5л), 


гд г есть радусъ каждой изъ окружностей, имфющихъ центры въ 
точкахъ Аи В. 
П. Овющиниковь (Уральскъ). 


№ 381. Показать, что если между сторонами а, 6, с треугольника 

существуетъ зависимость 
И =а* (6 +), 

то 
зш2аВ _ с. 
8126 
) со 52. 5) зтВ _ (0—4). 
сомВ с’ `° зш0  зщ(4-В) 


6) со = . во А 2 1, (вВ— 0) —0: 


1) 2А=ЬВ. 60; 2) в=а%со(В— 0); 3) 








(Заимств.) Д. Е. (Иваново-Вознесенскъ). 


№ 382. Даны два треугольника АВС и ШЕЕ. Стороны’ перваго 
пропорцюнальны числамъ а, 6, с, стороны второго пропоршюнальны 
квадратамъ этихъ чиселъ. Показать, что отношене площади ортоцен- 
трическаго треугольника, соотв$тствующаго треугольнику АВС, въ пло- 
щади треугольника, вершины котораго суть точки касан!я вписаннаго 
въ треугольникь ДЕЁЕ круга, равно отношеню площадей треугольни- 
ковъь АВС и ШЕЕ. д 
М. Зиминъ (Орелъ). < с 


№ 383. Построить треугольникъ по данной сторон%, ое, 
опущенной на эту сторону и по биссектору противолежащаго у ла. 


С. Конюховь в 
№ 384. Опред$лить шшипит выраженя: 
+ 


при ий 
812 + эт?у = 3/., 


`` № 





(Заимств.) Я. Полушкинь (©. Знаменка). 
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РЪВШЕНТЯ ЗАДАЧЪ. 


ь 9 (3 сер.) — Р3Зшить въ цфлыхъ и положительныхъ числахъ 
уравнен!е: . 
Чата 
22а’ =у, 
гдЪ а есть цфлое и положительное число. Какая геометрическая задача. 
приводить къ этому уравнен1ю? 


Предетавивъ а въ вид #25, гдЪ $ есть произведене простыхъ 
множителей, взятыхъ въ первыхъ степеняхъ, что веегда можеть быть 
достигнуто разложенемъ числа а на простые множители и надлежащей 
ихъ группировкой, получимъ: 


2625 + 15? = 9, 
откуда видно, что у необходимо есть кратное числа #5; положивъ 
у= зу, и раздЪливъ уравнен!е на #25, получимъ: 
Яе-ы 2 
2% -| $ = 842, 


откуда видно, что 2х дфлится на $. СлВдовательно 


1) при $ четномъ х есть кратное числа з:2. Положивъ 5=($ : 2) 21 
и сокративъ предыдущее уравнене на $, получимъ: 


аа 2 
д=у—й р 


гдз 9, > Ё есть число произвольное. 
2) При $ нечетномъ х длится на $. Положивъ х=за, получимъ 
2 173 
А у — 
———) 
} 2 


откуда видно, что у.># есть произвольное число, четное при Ё чет- 
номъ и нечетное при Ё нечетномъ. 


Въ данному уравнен1ю приводитъ задача: опредълить зитотенузу 
и катеты ращональнало прямоуюльноло треуюльника, если зитотенуза 
больше однозо изъ катетовь на данное число а. АУ 
МВ. Было получено 7 неполныхъ ршен!й этой задали. ^у 





угольникъ АВС, рад1усомь АО описана окружность, ны ощая ВС 

въ точкахъ В'и ('. Опредфлить стороны и площадь\^тре 

АВ’С’ по даннымъ сторонамъ треугольника АВС. 
Если черезь Ки Г, обозначимъ соотвфтственио- точки касанйя 

вписаннаго въ треугольникъ АВС круга со сторонами ВС и АВ, то, 

принявъ во вниман!е равенство треугольниковъ ОА и ОКС, найдемъ 


КС' = Ар =р—аи ВС = е—а, 
тд р есть полупериметръ треугольника АВС, а а, 6, с —его стороны, 
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Такъ какъ далфе 
ВК=р—6, КВ=ур—а, 
то 
ВВ =а-— (или Б— а), 
но по теорем еуатРа имЪемъ: 


АВ. В'С- АС? ВВ— АВз. ВО= ВС. ВО. ВВ, 
ИЛИ 
с$ + 5*(а«—5) — АВ. а=аа— 5), 


АВ = о 


Точно такъ же найдемъ и 
у и с—а)(а-+ь— с) 
а 
Для вычисленя площади треугольника АВ’СО’ можно воспользо- 
ваться равенствомъ: 
пл. АВС’: пл. АВО= ВО: ВО = (+ е— а): а. 


М... Зиминъ (Елецъ); Д. Цельмерь (Тамбовъ); Лежебокъ (Ярославль); 9. Затор- 
скай (Вильно); С. Зайцев (Курскт). 


откуда 


№ 305 (3 сер.).—Въ треугольник АВС вершины А, В и О соеди- 
нены съ центромъ О круга описаннаго; прямыя АО, ВО и СО продол- 
жены до пересВчен!я со сторонами даннаго треугольника въ точкахъ 
Р, © и Е. По даннымъ сторонамъ треугольника АВС вычислить сто- 


роны треугольника РОВ. 
Продолживъ ВО до пересЪ$ченшя въ точкЗ 5 съ окружностью круга, 
описаннаго около треугольника АВС, получимъ: 


во@в— Во) = 406— 49),...... (1). 
В0%5 = с — 40) а?А0— 5.406 — 40), .. . (2). 


гдЪ В есть рад1лусъ круга, описаннаго около треугольника А.ВС, а= а 

= АС, с= АВ. =. 
Опредфливъ изъ уравнен!й (1) и (2). ВО и АО и вычисл 

добнымъ же способомъ отр$зокъ АВ, изъ треугольника р 


ОЕ?.с = В0?. АВ-+ А0*— АВ) -с. АВ. (с — Ав) Е 


откуда вычислимъ @Е. Точно такъ же опредфлимъ и Короны Ро и РЕ. 
Въ полученныхъ для ЧЕ, РО и РЕ выражевяхъ _ останется лишь 3а- 
м$нить В его выраженемъ въ функщи сторонъ треугольника АВС. 


Я. Полушкинь (с. Знаменка). 





по- 
ИМЪ; 





МВ.—Въ рьшени г. 3. точка О ошибочно принята за центръ круга, вписаннаго 
въ треугольникь АВС. 
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№ 306 (3 сер.).—ОпредЪлить площадь прямоугольнаго треуголь- 
ника, зная стороны двухъ квадратовъ, вписанныхъ въ него. 
Если т есть сторона вписаннаго квадрата, соотвфтетвующаго ка- 


тетамъ, а и„— соотв тотвующаго гипотенузВ, то 
о ава? +5? 
а-ь аа?’ 
тдВ аи суть катеты треугольника. 
Обозначивъ искомую площадь черезъ 2, изъ уравневшй (&) полу- 





ЧИМЪ 
25 — ти = Эт И? — т?х. 


Положительный корень этого уравненйя равенъ 
т? (Ут? — п? + т) 
2Ут? — п? 


М. Зиминь (Елець); Лежебокъ (Ярославль); П. Бъловь (с. Знаменка); 9. За- 
торский (Вильно). 


х = 


№ 307 (2 сер.).—Построить четыреугольникь АВСЛ, вписанный 
въ данную окружность, м разность между длагональю АЛ и ООО 
ОО0, если АВ= ВС = 

Вписавъ въ и окружность равностороныйй треугольникъ АВС, 
на сторонз его АС опишемъ дугу, выБщающ) ю уголъ въ 1200, и отъ 
точки А отложимъ въ этой дуг хорду АЕ, равную данной разности. 
Прямая АЁ встрЪтить, очевидно, окружность въ точкз 0, четвертой 
вершин искомаго четыреугольника, ибо Д А)0=60°, Х РСЕ=120°— 
—Д АДС = 60° и Ср=рЕ. 

Лежебокъ (Ярославль); Ю. Идельсонъ (Одесса); М. Зиминъ (Елецъ); А. Ярцев, 
Д. Цельмеръ (Тамбовъ); 9. Заиторскй (Вильно). 


№ 308 (3 сер.).—Показать, что если х, у и з суть положитель- 
ныя числа, то 


2(# + ч-+ 2) (ту -- уз + хз) > З(ху- уз + 23)? + 9хуз(х + у 5). © 
Имземъ 


ау2  гу-уз- аз _ оу ву уз че 
3 ху З(-у--2) 








а такъ какъ величины Г \ 
(2 —1)*; (и— 2), (2—2) 
положительны, то, очевидно, : 


ху _ ху уз - 15 
Е Е" и: НЙ 
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ИзвЪстно, что среднее ариометическое н%сколькихъ количествъ 
больше ихъ средняго гармоническаго; поэтому 


ду Зхуг @) 
3 ху - уг ие 75 ооо оооо О 


Сложивъ неравенства (1) и (2) и освободивъ полученное выраже- 
н1е отъ знаменателей, прйдемъ къ неравенству, справедливость кото- 
раго требовалось доказать. 


Я. Полушкинз (с. Знаменка). 


№ 309 (3 сер.).—Исключить ф изъ уравнен!й: 





а 1 + зтф Ой 1 -- в03ф 
* — зпф-- с08ф + эшф.е08ф’ эшф  с05ф + 919. с08ф 
Пусть 
1-Е зф =в, 1- с08ф=ь .. .. (1) 


Тогда данныя уравнен!я можно представить въ слфдующемъ видЪ: 
13$ — =, 
(2). 
43$ — У=Ь. 
Перемноживъ эти уравнен1я, получимъ: 


24(34)? — (2лу + Пвё + ху ==0, 


откуда, 
—- 
ВМХ УМЕЛ Зое 68) 
25 
Сложивъ уравнен!я (2) и пользуясь равенствомъ (3), найдемъ 
и 
+: @+ Ум. . (3) 
2ху 


Равенства (1) даютъ: 
(в-++#— 1) —2=0. х 


5 АУ 
Подставляя сюда вм$сто з-+Ёи зё найденныя ихъ значен1я 
получимъ: Ех 






@--У = У4зу 1) — 225] 2жу +1 = Уду 1 
25у ху ^^ 
или = \ 


Ну" — 2019 — Эху? — базу? 2 У: . 12 =0. 


М6 


0, 


М. Зиминь (Елецъ); Я. Полушкинь (с. Знаменка); 9. Заторски (Вильно). 


№ 310 (3 сер.).—Р®шить безъ помощи тригонометр1и сл$дующую 
задачу (изъ „Собраня стереометрическихъ задачъ, требующихъ прим%- 
неня тригонометр!и“ Н. Рыбкина, стр. 21, № 31): 
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„Въ правильной четыреугольной пирамид сторона основаня и 
боковое ребро относятся какъ УЗ: У2. Черезъ длагональ основан1я про- 
ведена плоскость, параллельная боковому ребру. Опред$лить наклонъ 
этой плоскости къ основаню и углы счен1я“. 

Обозначимъ черезъ 5 вершину пирамиды, а черезь АВС — ея 
основан!е; пусть плоскость, проведенная черезъ д1агональ основаня ВД 
параллельно 5С, перес$каеть Аб въ точк% А. Если О есть центръ 
основан!я, то очевидно, что КО ||5С, а потому АК = КВ. 


По условю задачи 


АР УЗ 
АЗ У 
а такъ какъ ЕК 
Аб?=2 АЛ», 
то 
АС= АБ УЗ, 


откуда видно, что 
Ле =— ИСХ КОЛ 30°. 


Такимъ образомъ наклонъ плоскости къ основан1ю равенъ 30°. 
‚ Такъ какъ ОК = АК, то 


ОК = 50:2; 

кромЪ того имфемъ: ни 

ВК= ИВО? ОК*= 5С, 
слЗдовательно ОК = ВК:2. т. е. 

ДКВ,=лКОВ= 30°, /ВКБ=120°. 
М. Зиминъ (Елецъ); Дежебокъ (Ярославль). 
_ № 312 (3 сер.).—Безъ помощи логариемовъ рёшить систему урав- 

нен!й: 

д’ — 3,(5)у; у" = 60,755. 


Изъ данныхъ уравненй имфемъ: 





Е Е 
о 529 Ут — 5%, 
откуда, 
>. 9.5 
лу = 22.33, и у=-^^. 





\_ 


а о №\ ва 
‹получимъ ь р < У 
5.1 У 
д да, у==9. 
О ея 9 у 


М. Зиминъ (Елецъ); А. Евлаховь (Пятигорскъ); Лежебокъ (Ярославль); А. Ва- 
заровъ (Спб.); 9. Заторскуй (Вильно); Я. Полушкинъ (с. Знаменка). 
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ОБЗОРЪ НАУЧНЫХЪ ЖУРНАЛОВЪ. 


мА ТНТ. 


1896.—№ 2. 


Зог 1е5 $1ап]е; Рогтбз раг 1е3 фапхепфез соттипе$ & 1г015 сегеез 
40пп6з. Раг М. Е.-М№. Вабяен. Пусть В4, Вэ, Ёз суть рад!усы трехъ окружоостей 
О1, Оз, Оз, изъ которыхъ ни одна не лежитъ внутри другой. Обозначимъ чрезъ 
Оу, Ба, Оз разстоян!я между центрами ОзОз, ОзО1. О1О% и чрезъ 


6,0 и 641.64’ внЪше!я и внутренн!я касательныя къ Оз и Оз, 


В.В’ и ВВ, „ у » ” Оз и О, 
уу’ и У . ы = О! и О.. 
Разсматривая эти касательныя какъ отр$зки, ограниченные точками касания, 
получимъ 
а=е'= У Б?—(К1— Ва), == УР — (Ка + Вз)* 
ит. п. 


Эти касательныя, взятыя по три такъ, что ни одна пара изъ нихъ не отно- 
сится къ одной и той-же парф окружностей, образуютъ 64 тр-ка, изъ которыхъ 8 
составлены внфшними касательными (напр. &, В, у), 8 — внутренними касательными 
(напр. 04, В1, 71) и 48—т$ми и другими (напр. 4, В, у). 

Положимъ, что тр-къ АВС составленъ касательными &, В, у; обозначимъ чрезъ 
а, 6, сего стороны, чрезъ и, #41, Га, 73 — рад1усы вписаннаго и внфвписанныхъ въ 
него круговъ, чрезь К —рал1усъ описаннаго круга и чрезъ 5 площадь этого тр-ка. 


Положивъ 
ао =2р, «ВУ = 25, 4 | а +1 = 2 
и замЪтивЪъ, что 


пм бе В 
ера р во $ 








ит. п. 
чрезъ проэктироваше фигуръ ВОзОзС, СОзО1А, АО!О4В соотвфтственно на ВС, 
СА, АВ, получимъ: 


В 
а=& | Кас + Ков > 





С А 
= в — Взсее ее —- Все о 





А В &@ 
=у- Ва? — Васе —, _— 
й 5 _- -- Вася 5 \ © 
или \\ 
Ва(р—В) + Вз(р — с) __ 
а=е -- ) ох —_ 
х о 





рр В Е, —@) 


о ов 
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отсюда ео), | рай И] 


о - Ва р Ра, т — В. 


такимъ образомъ а, 5, с выражаются чрезъ 7, величина котораго опредфляется изъ 
ур-н1я 





$=р.„= Ур 9ф-—Ы@Ф-= о, 


если изъ него исключить р при помощи равенства (2). Такимъ путемъ авторъ полу- 
чаетъ ур-не 


75 —› Хава 56 — «ВВ —6—006-В6-0=5, 
‚изъ котораго находить 
ГУ УоВа 2 
е--в-у’ 


гдф Ор-—плошадь тр-ка 010303. Одно изъ этихъ значешй г соотвфтствуеть тр-ку 
в, В, У, другое— тр ку о, Ву 

Формулы (т). (2) и (3), ей надлежащемъ измфнени знаковъ -и—, прим$- 
нимы ко всфмъ тр-мъ, составленнымъ внфшними касательнфми. При помощи ихъ 
опредЪляются вс элементы этихъ тр-въ, напр. 


к. 


ее 
а Ви, 


„А_ 6-06-». 
8 (вв) 


Зиг 1е3 соп1диез 41 зе фопсвепф еп @епх рошз 40ппбз. Раг М. И. 4е- 
гафек. Если коническая сЪчен!я касаются лвухъ прямыхь АВиАС въ опредфленныхь 
точкахъ В и С, то геометрическое м$сто ихъ фокусовъ есть строфоида, а оси ихъ 
обертываютъ параболу. Авторъ статьи изслфдуетъ (синтетически) свойства этой па- 
раболы относительно тр-ка АВС. 

№оез шаибтшачиевз. г. Если двЪ. внутренн!я биссектрисы тр-ка равны, то 
тр-къ равнобедренный. (См. ое 7. М. Е. 1895). 

2. Оп Ивогёте 4е ]атез Стеооту. Кривыя, уравнен!я которыхъ въ прямоуголь- 
ныхъ и полярныхъ координатахъ суть 


У = (х) их = (3), 


— м — 4х_ 
о 


(3). 











при услови 


имЪютъ одну и ту-же длину; площадь, ограниченная первой кривой вдвое бе 
площади, ограниченной второю кривою; уголъ, составленный осью у-въ съ кас - 
ною къ первой кривой, равенъ углу, составленному радлусомъ а < окаса- 
тельной къ второй кривой. 

№ фе; ехфга без 4е 1а соггезропдапсе ша В6бтайие еф рву ие: У (бине). 
9. Метоте иг 1е5 ртр"! ах сепегайез 4е5 соитфез ар диех раг Матерей Везу Х 1837). Въ 
этомъ мемуарЪ разсматриваются свойства сфкущихъ м ривой 

\ 


ут -- (ах 5 Рут (ее ах Бот... 


25% 


[©] 





Кром$ извфстныхъ уже въ то время теоремъ ео она, 66+ а, Сагпог и Мас- 


1аиги’а, Ве!5$ доказаль еще слфдующую теорему. © 
Положимъ, что сфкущая и, параллельная оси у-въ, Пересзкаеть кривую въ 
точкахъ А1, Аз, .. ‚ Ат, ординаты которыхъ суть 91, У» ...: Ут) а абсцисса, 


общая съ абсциссой. свкущей, равна х. "Тогда 


ии... = (В @). 
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т. е. центръ среднихъ разстоявй точекъ А1, Аз..., Ат, при перемфщеши ску- 
щей параллельно самой себЪ, описываеть прямую (Ньютонъ). Обозначивъ чрезъ г 


рад1усъ кривизны въ точкф (х, у) и чрезъ «—уголъ, составленный касательной въ 
этой точк$ съ осью у-въ, получимъ: 


ау") т 
у" 


/ т 
с: — откуда = : я 
усе, ‚ откуда У" = ва 





Но дифференцироваше ур-н!я (т) даетъ: 


чат’ а, ма" +...” =о0, 


сл$довательно 


и 


серое -- сея +... .- авт = — а (2) 
т т т 
71503041 ‘7930%0а ^^” ут Пат в (3) 


это равенство и составляетъ теорему Ве!55`а. 
ВШПобгарШе. Сотар]етепе 4а1еёБге &&тегкиаште. Раг Е. Со. 1895. 
М№М6сго1о21е. 23-го января 1895 года скончался въ Льежф проф. математики 
Тозерь Сташ4огое, родивцийся 9-го августа 1843 г. 
Зо 0пз 4е Чцез0пз ргорозбез. №№ 976, 987, 988, 995, ССХИХ. 
Опез 01$ 4’ехашен. №№ 719—724. 
ОпезНопз ргорозбез. №№ 1056—1059. т. 


ПОЛУЧЕНЫ РЪШЕН!Я ЗАДАЧЪ отъ слфдующихь лицъ: М. Зимина 
(Орелъ) 315, 317, 319, 322, 394, 325, 397, 328, 880, 381, 889, 833, 384, 886, 337, 
338, 339, 340, 341, 342, 343 (3 сер.); Н. Соколова (Самара) 357 (3 сер.); Терен- 
тъева (Гельсингфорсъ) 334, 336 (3 сер.); Киныи (Гельсингфорсъ) 338 (3 сер.); Я. По- 
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